Понятие системы счисления. Позиционная и непозиционная системы счисления

Системой счисления называется способ представления числа символами некоторого алфавита, которые называют цифрами.

Непозиционной называется такая система счисления, в которой количественный эквивалент каждой цифры не зависит от ее положения (места, позиции) в коде числа.
Непозиционные системы счисления возникли раньше позиционных. Например, до наших дней сохранилась римская система счисления. В римской системе счисления цифры обозначаются буквами латинского алфавита: I - 1; V- 5; Х- 10; L- 50; С - 100; D - 500; М - 1000; ... Для записи промежуточных чисел используется правило: меньшие знаки, поставленные справа от большего, прибавляются к его значению, а меньший знак, поставленный слева от большего, вычитается из нею. Например, IX обозначает 9, XI обозначает 11. Римская система счисления сегодня используется в основном для обозначения знаменательных и юбилейных дат, разделов и глав в книгах.

Система счисления называется позиционной, если количественный эквивалент (значение) цифры зависит от ее места (позиции) в коде числа. Например, десятичная система счисления, двоичная система счисления, троичная, шестеричная, восьмеричная, шестнадцатеричная и т.д. системы счисления.

В привычной нам системе счисления для записи чисел используются десять различных знаков (цифры 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 и 9). Поэтому ее называют десятичной. Из двух написанных рядом цифр числа 5510 левая выражает число, в десять раз большее, чем правая. Имеет значение не только сама цифра, но и ее место, позиция. Именно поэтому такую систему счисления называют позиционной (поместной).

Потребовалось много тысячелетий, чтобы люди научились называть и записывать числа так, как это делаем мы с вами. Начало этому было положено в Древнем Египте и Вавилоне и было в основном завершено индийскими математиками в V—VII вв. н.э. Арабы, познакомившись с этой нумерацией первыми, по достоинству ее оценили. Получив название арабской, эта система в XII в. н.э. распространилась по всей Европе и, будучи проще и удобнее остальных систем счисления, быстро их вытеснила. Произошло это еще и потому, что простейший счетный прибор, работающий в десятичной системе счисления, был всегда у человека под рукой — это его 10 пальцев. 

Сегодня десятичными числами выражаются время, номера домов и телефонов, цены, бюджет, на них базируется метрическая система мер. Арифметические действия над десятичными числами производятся с помощью достаточно простых операций, в основе которых лежат известные каждому школьнику таблицы умножения и сложения, а также правило переноса: если в результате сложения двух цифр получается число, которое больше или равно 10, то оно записывается с помощью двух цифр, находящихся на соседних позициях.

Кроме десятичной истории цивилизации известны многие другие позиционные системы счисления, в том числе двадцатеричная и шестидесятеричная системы счисления. Остатки последней мы находим в сохранившемся до наших дней обыкновении делить один час на 60 минут, одну минуту — на 60 секунд. В Китае долгое время пользовались пятеричной системой счисления.

Широкое распространение до первой трети XX в. имели элементы двенадцатеричной системы счисления. При этом число двенадцать (дюжина) даже составляло конкуренцию десятке в борьбе за почетный пост основания общеупотребительной системы счисления. Дело в том, что число 12 имеет больше делителей (2, 3, 4, 6), чем 10 (2 и 5). Поэтому в двенадцатеричной системе счисления гораздо удобнее производить расчеты, нежели в десятичной. Неудивительно, что в XIX в. среди математиков раздавались голоса за полный переход на эту систему. И только возможность счета по пальцам рук склонила чашу весов. Тем не менее дюжина достаточно прочно вошла в нашу жизнь: в сутках две дюжины часов, час делится на пять дюжин минут, круг содержит тридцать дюжин градусов, фут делится на двенадцать дюймов. Влияние двенадцатеричной системы счисления ощущается сегодня хотя бы в том, что карандашей или фломастеров в наборе обычно бывает 6, 12, 24 и т.д.

А вот шведский король Карл XII в 1717 г. увлекался восьмеричной системой, считал ее более удобной, чем десятичная, и намеревался королевским указом ввести ее как общегосударственную. Только неожиданная смерть помешала осуществлению столь необычного намерения.

Основные достоинства любой позиционной системы счисления — простота выполнения арифметических операций и ограниченное количество символов, необходимых для записи любого числа.

Позиционная система записи чисел удобна и экономична не только для записи чисел знаками на бумаге и для выполнения над ними арифметических действий. Она удобна и для механического представления чисел. Вспомним, например, счеты. Каждому разряду числа (единицам, десяткам, сотням, тысячам и т.д., а также десятым и сотым долям единицы) на счетах соответствует своя проволока. Костяшки на этой проволоке могут занимать десять различных положений (одиннадцатое положение — когда все десять косточек нахо​дятся с левой стороны — допускается лишь в середине вычис​лений, а в конце их является запретным: все десять косточек должны быть переброшены направо, а на следующей по стар​шинству проволоке одна косточка переброшена справа налево). На практике применяются и другие способы физического представления десятичных чисел:

· с помощью нескольких колес, каждое из которых может фиксироваться в одном из десяти возможных положений;

· перфокарт, в каждой из вертикальных колонок которых может пробиваться отверстие на одном из десяти уровней по высоте, и т.п.

Общим для всех этих представлений является то, что некоторый физический носитель состоит из некоторого числа n однородных элементов (проволок с костями, колес, вертикальных колонок перфокарты или мест по отношению к правому краю записи), каждый из которых может находиться в одном из десяти состояний. Любая такая система пригодна для изображения или записи 10n различных чисел.

Основанием (базисом) позиционной системы счисления называется количество знаков или символов, используемых для изображения числа в данной системе счисления.
Основание в любой системе записывается как 10, но в разных системах имеет разное количественное значение. Оно показывает, во сколько раз изменяется количественное значение цифры при перемещении ее на соседнюю позицию. Например, в двоичной системе счисления основание равно 2, в восьмеричной системе счисления основание равно 8, в шестнадцатеричной системе счисления основание равно 16, в десятичной системе счисления основание равно 10.

Позиционных систем счисления очень много, так как за основание системы счисления можно принять любое число не меньше 2. Наименование системы счисления соответствует ее основанию (десятичная двоичная, пятеричная).

Перевод чисел из одной системы счисления в другую
В двоичной системе счисления все числа записываются с помощью двух цифр 0 или 1, основание (базис) двоичной системы счисления q=2.

В восьмеричной системе счисления все числа записываются с помощью восьми цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, основание восьмеричной системы счисления q=8.

В десятичной системе счисления все числа записываются с помощью десяти цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

В шестнадцатеричной системе счисления все числа записываются с помощью шестнадцати цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A (количественный эквивалент числа 10), B (11), C (12), D(13), E (14), F (15), базис шестнадцатеричной системы счисления q=16. Рассмотрим соотношение цифр и чисел в различных системах счисления (Таблица 1).

Таблицы чисел в различных системах счисления                              Таблица 1

	10-я 
	2-я 
	8-я 
	16-я 

	0
	0
	0
	0

	1
	1
	1
	1

	2
	10
	2
	2

	3
	11
	3
	3

	4
	100
	4
	4

	5
	101
	5
	5

	6
	110
	6
	6

	7
	111
	7
	7

	8
	1000
	10
	8

	9
	1001
	11
	9

	10
	1010
	12
	A

	11
	1011
	13
	B

	12
	1100
	14
	C

	13
	1101
	15
	D

	14
	1110
	16
	E

	15
	1111
	17
	F

	16
	10000
	20
	10



_

	3

		2

								
	  22

		_11

		2

						
	(
		10

		_5

		2

				
			(
		4

		_2

		2

		
					(
		2

		_1

		2


							(
		0

		0


									(
		
											

	Получаем 2310=101112
	


Для того, чтобы выполнить перевод правильных дробей из десятичной системы счисления в двоичную, восьмеричную и шестнадцатеричную необходимо последовательно умножать правильную дробь и получаемые дробные части произведений на основание системы q до тех пор, пока дробная часть произведения не станет равной нулю или не будет достигнута требуемая точность представления числа.

Полученные целые части произведений, являющиеся цифрами числа в новой системе счисления, привести в соответствие с алфавитом новой системы счисления. Составить дробную часть числа в новой системе счисления, начиная с целой части первого произведения.

Пример 2. Перевести число 0,6562510 в восьмеричную систему счисления.
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Получаем: 0,6562510 = 0,528
Перевод вещественных чисел, т.е. чисел, содержащих целую и дробную части, осуществляется в два этапа. Отдельно переводится целая часть, отдельно — дробная. В итоговой записи полученного числа целая часть отделяется от дробной запятой.
	Пример 3. Перевести число 156,35610 в шестнадцатеричную систему счисления. Представим число в виде суммы целой и дробной части 156,35610=15610+0,35610
Переводим целую часть 15610 в шестнадцатеричную систему счисления:
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Получаем 15610=9С16
	Переводим дробную часть 0,35610 в шестнадцатеричную систему счисления:
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Получаем: 0,35610 
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 0,5В216.


Таким образом, 9С16+0,5В216=9С,5В216. Получаем: 156,35610 
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 9С,5В216

При переводе чисел из системы счисления с основанием q в десятичную систему счисления необходимо пронумеровать разряды целой части справа налево, начиная с нулевого, и дробной части, начиная с разряда сразу после запятой, слева направо – начальный номер -1. Затем вычислить сумму произведений соответствующих значений разрядов на основание q системы счисления в степени, равной номеру разряда

Пример 4. Перевести число 10110110111,1012 в десятичную систему счисления
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	12=1*29+0*28+1*27+1*26+0*25+1*24+1*23+0*22+1*21+


+1*20+1*2-1+0+2-2+1*2-3= =512+0+128+64+0+16+8+0+2+1+0,5+0+0,125=731,62510
Если необходимо перевести число из двоичной системы счисления в систему счисления, основанием которой является степень двойки, достаточно объединить цифры двоичного числа в группы по столько цифр, каков показатель степени. При этом в целой части числа группировка производится справа налево, а в дробной слева направо. Если в последней группе недостает цифр, дописываются нули: в целой части - слева, в дробной – справа. Затем каждая группа заменяется цифрой новой системы счисления (Таблица 1).

При переводе чисел из системы счисления, основанием которой является степень двойки, в двоичную систему счисления необходимо каждую цифру заменить группой по столько цифр двоичной системы счисления, каков показатель степени. Затем записать цифры слева направо.

Пример 5. Перевести число 1011010010111,10112 в восьмеричную систему счисления

Разбиваем число на тройки цифр и заменяем каждую триаду восьмеричной цифрой:

001 011 010 010 111,101 1002
1        3          2        2        7         5        4

Получим 1011010010111,1011002=13227,548
Пример 6. Перевести число 801А9Е,3F16 в двоичную систему счисления

Заменим каждую цифру четверкой двоичных цифр: 8   0   1    А    9    Е,  3    F16
1000  0000 0001 1010 1001 1110 0011 1111

Получим 801А9Е,3F16=100000000001101010011110,001111112
Таблицы чисел в различных системах счисления

	2-я сс
	16-я сс

	0000
	0

	0001
	1

	0010
	2

	0011
	3

	0100
	4

	0101
	5

	0110
	6

	0111
	7

	1000
	8

	1001
	9

	1010
	A

	1011
	B

	1100
	C

	1101
	D

	1110
	E

	1111
	F


	2-я сс
	8-я сс

	000
	0

	001
	1

	010
	2

	011
	3

	100
	4

	101
	5

	110
	6

	111
	7
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